Mathe

Funktionen und Graphen

Gleichungssysteme (Geogebra)

Differentialrechnung

Matura-Themen

o Exponentialfunktionen

o Terme und Formeln

o Wahrscheinlichkeitsrechnung I.




Funktionen und Graphen

Funktionsgraphen

Name

Lineare Funktion

Quadratische Funktion

Exponentialfunktion

Logarithmusfunktion

Funktionsgleichung

f(x) =k-x+d

fix)y=a-x2+b-x+c

f(x) = log_(x)

n

Graph
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Name

Potenzfunktion

Falls n ungerade:
"S"-Form

Falls n gerade:
"W" oder "M"-Form

Polynomfunktion

Wie bei Potenzfunktion:

Falls n gerade:
"W" oder "M"-Form

Falls n ungerade:
"S"-Form

Winkelfunktionen

f(x) = a

f(x) =a - x"

XM+ ag o xM e

Sinus- und Cosinusfunktion

Winkelfunktionen sind Sinus-, Cosinus-, und Tangensfunktion. Diese sehen in der Grundfunktion
(Amplitude = 1, keine Phasenverschiebung) folgendermalien aus:

Sinusfunktion

Cosinusfunktion

Funktionsgleichung

Graph

+a_-x°

30

25

20

w ES

™~

Tangensfunktion

-1

7

Wie man sieht, haben die Sinus- und Cosinusfunktion eine Periode von 2m und die Tangensfunktion
eine Periode von mn. Die Cosinusfunktion kdnnen wir auch als eine Phasenverschobene

Sinusfunktion schreiben:



sin(x) = cos(x- m2 ) bzw. cos(x) =sin(x+ @2 )

Wie wir sehen, wird die Sinusfunktion bei einer Phasenverschiebungvon + m2 um mn2 nach
links verschoben, die Cosinusfunktion bei negativer Phasenverschiebung nach rechts. Die
Sinusfunktion sieht allgemein so aus: f(x) = a - sin(b - x + ¢). a ist die Amplitude, b die
Kreisfrequenz, und c die Phasenverschiebung. b kann auch als w und c als ¢ geschrieben
werden (hauptsachlich in der Physik). Die Amplitude streckt/staucht die Funktion entlang der y-
Achse, die Kreisfrequenz entlang der x-Achse. Die Phasenverschiebung verschiebt die Funktion
entlang der x-Achse nach links oder rechts.

Schwingungen

Bei harmonischen Schwingungen (also Schwingungen, die durch eine Sinusfunktion s(t) = a - sin(b -
t + ¢), also auch Cosinusfunktion, dargestellt werden kdnnen) kommen ein paar Begriffe hinzu:

Elongation: Wert der Funktion zum Zeitpunt t

Amplitude (a): GroBtmodgliche Elongation (héchster Punkt der Funktion)
Schwingungsdauer (T): Zeit, die fUr eine vollstandige Schwingung bendtigt wird; ohne
Kreisfrequenzistsie2n. T= 1f ;T= 2-nmw

Frequenz: Anzahl an Schwingungen pro Sekunde; Einheit: Hz (Hertz). f= 1T ;f= w
2'm



Gleichungssysteme (Geogebra)

Zunachst ist GeoGebra CAS zu 6ffnen: = oben rechts —» Perspektiven - CAS. Dann tippen wir
unsere Gleichungen ein und bestatigen jeweils mit "Enter":

== vy e e

1 Tx+by+4dz = 12

-+ Tx+5y+4z=12
2 3x+9%+z = 25

- 3x4+9y+4+z=25
3 8x—by—3z = 6

-+ 8x—by—3z=606

Schlussendlich wahlen wir alle Gleichungen aus und klicken auf "x =" im MenU oben links,
GeoGebra zeigt uns die L6sung nun automatisch an:

-+ Tx+5y+4z=12
2 3x+0y+z = 25

- 3x+9y+4+2z=25
3 8x—by—3z = 6

-+ 8x—5by—3z=6

{$1,%$2,93}

Solve:

_ 575 1091 __ —373
*=m7YT a7 0T 139

-3m



Differentialrechnung

Eigenschaften von Funktionen

Monotonie

Bei normaler Monotonie darf der Funktionswert auch weder steigen noch sinken (gleich bleiben),
bei strenger Monotonie muss er durchgehend fallen bzw. sinken:

steigend fallend
monoton Funktionswert wird nicht kleiner Funktionswert wird nicht groRer
streng monoton Funktionswert wird groRer Funktionswert wird kleiner

Flar Montonie wird Ublicherweise ein abgeschlossenes Intervall [a; b] angegeben, z.B.: f(x) ist in [a;
b] streng monoton fallend.

Extremstellen

Ein Punkt auf einer Funktion in einem Intervall (oder auch allgemein) ist eine Maximumstelle,
wenn es im gesamten Intervall keine groeren Funktionwerte gibt. Ein Punkt auf einer Funktion ist
eine Minimumstelle, falls es im gesamten Intervall keine kleineren Funktionswerte gibt. Eine
Extremstelle ist entweder eine Minimum- oder Maximumestelle der Funktion.

Ein Punkt ist eine lokale Maximumstelle oder Hochpunkt, falls es eine Umgebung des Punktes
gibt, in der nur kleinere Funktionswerte vorkommen. Damit ein Punkt eine lokale Minimumstelle
oder Tiefpunkt ist, muss es eine Umgebung des Punktes geben, in der nur grélRere Funktionswerte
vorkommen. Ein Extrempunkt ist eine lokale Maximum- bzw. Minimumstelle.

Minimum- bzw. Maximumstellen lassen sich auch mithilfe von Ableitungen ermitteln:
44 Minimumstelle: f'(x) =0 A f'(x) > 0

Maximumstelle: f'(x) =0 A f''(x) < 0
Nullstelle: f(x) = 0

Sattelpunkt



In einem Sattelpunkt sinkt der Funktionswert weder, noch steigt er an. Sattelpunkte kénnen bei
Polynomfunktionen ab dem 3. Grad vorkommen. An einem Sattelpunkt gelten folgende
Bedingungen:

44 Sattelstelle: f'(x) =0 A f"(x) =0 A f"'(x) # 0

Wendestelle und Krimmung

An einer Wendestelle andert eine Funktion ihr Krimmungsverhalten. Bei der Krimmung eines
Funktionsgraphen kann positive bzw. Linkskrimmung, negative bzw. Rechtskrimmung
oder auch keine Krimmung (an Wendestellen) auftreten. Auch Krimmung gibt man, wie
Monotonie, in Intervallen an. An einer Wendestelle tritt maximale Steigung bzw. maximales Gefalle
auf. Damit ein Punkt eine Wendestelle ist, muss folgendes gelten:

44 Wendepunkt: f''(x) = 0 A f'"'(x) # 0, falls f(x) keine Sattelstelle ist

Um das Krimmungsverhalten einer Funktion zu analysieren, missen zunachst alle Wendestellen
ermittelt werden. Dann kann jeweils zwischen zwei Wendestellen bzw. an den Seiten der
Wendestellen am Rand die Krimmung (zweite Ableitung f''(x)) und damit das Krimmungsverhalten
(positiv/negativ) im betreffenden Bereich ermittelt werden. Gibt es keine Wendepunkte, kann
einfach an einer beliebigen Stelle die Krimmung ermittelt werden, diese gilt fur die gesamte
Funktion (da es ja keine Wendepunkte gibt, an denen das Krimmungsverhalten sich andern
wurde).

Anderungsmanfe

Absolute Anderung

Die Anderung einer Funktion in [a; b] gibt an, um welchen Wert der Funktionswert in diesem
Bereich gestiegen oder gesunken ist. Dabei sind alle Werte dazwischen irrelevant.

44 Absolute Anderung: f(b) - f(a)

Relative Anderung



Die Relative Anderung einer Funktion in [a; b] gibt an, um welchen Wert sich der Funktionswert in
diesem Bereich relativ zum Ausgangswert f(a) andert. Dabei sind wieder alle Werte dazwischen
irrelevant.

44 Relative Anderung: f(b) - f(a) f(a)

Wenn jetzt also f(a) = 10 und f(b) = 12 ist, erhalten wir laut der Formel 0,2 - der Funktionswert ist
um den Ausgangswert f(a) - 0,2 bzw. 20% gestiegen.

Mittlere Anderungsrate bzw.
Differenzenquotient:

Der Differenzenquotient gibt die durchschnittliche Anderung an jeder Stelle im Bereich [a; b] an,
ohne den Werten dazwischen Beachtung zu schenken.

44 Mittlere Anderungsrate: f(b)-f(a)b-a

Anderungsfaktor

Der Anderungsfaktor gibt an, mit welcher Zahl wir f(a) multiplizieren missten, um auf f(b) zu
kommen.

44 Anderungsfaktor: f(b) f(a)

Geschwindigkeit und Anderungsgeschwindigkeit

Die mittlere Geschwindigkeit in einem Zeitintervall ist nichts anderes, als die Mittlere
Anderungsrate der zuriickgelegten Strecke im Intervall [a; b]. Die Geschwindigkeit zum
Zeitpunkt t entspricht der Steigung der Funktion und somit der ersten Ableitung s'(t).

Diese Geschwindigkeit 1&sst sich nun auch ausweiten auf allgemein die Anderung des
Funktionswertes - z.B. eine Volumensanderung. Hier geht es nur nicht um die zurtickgelegte
Strecke, sondern z.B. darum, wie schnell ein Behalter sich fullt oder leert. Auch hier ist die mittlere
Anderungsgeschwindigkeit im Intervall [a; b] nichts anderes, als die mittlere Anderungsrate
der Funktion im Intervall [a; b] und die momentane Anderungsgeschwindigkeit nichts anderes
als die Steigung der Funktion und somit die erste Ableitung V'(t). Ist diese positiv, spricht man von



der (mittleren) Zunahmegeschwindigkeit, ist sie negativ, so von der (mittleren)
Abnahmegeschwindigkeit.

Differentialquotient

Diese eben erwdhnte (momentane) Anderungsgeschwindigkeit einer Funktion bzw. die
Steigung des Funktionsgraphen nennt man Differentialquotient, er wird mithilfe der ersten
Ableitung f'(x) berechnet.

Leibniz-Ableitung

Die Leibniz'sche Schreibweise ist eine andere Schreibweise der Ableitung (hier wird nur die erste
Ableitung bendtigt) einer Funktion. Besonders praktisch ist sie bei Funktionen mit mehreren
Variablen bzw. physikalischen Formeln, wenn angenommen wird, dass alle Variablen der Formel
konstant bleiben, mit Ausnahme einer. Nach dieser Variable wird dann abgeleitet. Also: dV dN -
Leite V nach N ab. Schauen wir uns das an einem Beispiel an:

aap-V=N-k-T
Angabe: dV dN
Also: Leite V nach N ab.
Daflr stellen wir erstmal V frei:
V= N-k-Tp
Wir leiten nach N ab, und da NI wegfallt, erhalten wir:
VI(N) = dVdN = k-Tp

Ableitungsregeln

f'(x) nennt man Ableitung oder Ableitungsfunktion von f(x), das Berechnen einer Ableitung
Ableiten bzw. Differenzieren. Dabei schauen wir uns folgendes an:

e die Variable selbst (z.B. x)
e Konstanten, mit denen sie multipliziert wird
e Konstanten, die addiert werden

Folgende Regeln sind zu beachten:

e Konstanten, die addiert und nicht mit der Variable multipliziert werden, fallen weg. Das
gilt auch, wenn mehrere solche Konstanten untereinander multipliziert werden - sie
kdnnten als eine Konstante zusammengefasst werden.



« Die Variable fillt weg, falls sie den Exponenten 1 hat (x1); Zahlen, mit denen sie
multipliziert wird bleiben stehen (z.B. 3 - x1 = 3).

e Ansonsten wird der Exponent der Variable um 1 reduziert und sie mit diesem
multipliziert, auch ggf. andere Zahlen, mit denen die Variable ohnehin schon
multipliziert wird (z.B. x3 - 3 - x2; 5 - x2 - 10 - x1).

Also gilt:

a4 f(x) = x" > fi(x) =n - x"1
f(x)=a x> f(x)=a-b-xP?
f(x)=a-x-f(x)=a
f(x) =a->f(x)=0

Ableitungen in der Physik

Die Ableitungen haben auch physikalische Bedeutungen, z.B. bei einer Funktion, die die
zurlickgelegte Strecke zum Zeitpunkt t angibt s(t):

e Erste Ableitung s'(t): Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t
e Zweite Ableitung s''(t): Beschleunigung zum Zeitpunkt t

Die erste Ableitung der Geschwindigkeitsfunktion v(t) ist die Beschleunigung. Auch geometrisch
haben sie eine Bedeutung (bei einem Funktionsgraphen): f'(x) ist die Steigung und f''(x) die
Krimmung an der Stelle x.

Polynomfunktionen aufstellen

Mithilfe der obigen Bedingungen kdnnen wir mithilfe von manchen Informationen Uber den
Graphen (z.B. geht durch Punkt (x | y), Sattelstelle (x | y),...) ein Gleichungssystem und daraus die
Polynomfunktion dazu aufstellen, besonders, wenn, wie bei den Beispielen hier, der Grad der
Polynomfunktion angegeben ist. Dieses Gleichungssystem kdnnen wir auch mithilfe von GeoGebra
I6sen lassen, genauso wie wir GeoGebra auch zum Ermitteln von Sattelstellen, etc. bei bereits
gegebenen Funktionen verwenden kdénnen - mit der Lése-Funktion. Schauen wir uns das Schritt fur
Schritt an:

44 Wir suchen zunachst einmal Bedingungen. Wir benoétigen immer eine Bedingung
mehr als den Grad der gesuchten Polynomfunktion. Z.B.:
Die Polynomfunktion vom Grad 3 hat den Tiefpunkt (3 | 1) und die Steigung der
Tangente im Punkt P = (0 | 1) betragt 3.




Daher kénnen wir folgende Bedingungen aufschreiben:

e f(3) = 1, weil der Graph durch den Punkt (3 | 1) geht
e f(0) = 1, weil der Graph durch den Punkt (0 | 1) geht
o f'(3) = 0, weil die Steigung im Tiefpunkt (3 | 0) O ist
o f'(0) = 3, weil die Steigung im Punkt (0 | 1) 3 ist

Leiten wir die Funktion fir den nachsten Schritt ersteinmal ab: fi(x) = 3 - a - x% +
2'b-x+c

Jetzt kénnen wir uns mithilfe dieser Bedingungen ein Gleichungssystem
aufstellen:

ef3)=a-33+b-32+c-34+d=1
ef(0)=a-03+b-024+c-0=1
ef(3)=3-a:3242:-b-34+c=0
ef(0)=3-a-0+2-b-0+c=3

Dieses Gleichungssystem kdnnen wir nun entweder handisch I6sen oder in
GeoGebra eintippen und lésen lassen.

Um eine Polynomfunktion mithilfe von GeoGebra I6sen zu kdnnen, mussen wir nur die Bedingungen
ermitteln, wie z.B. f'(3) = 0, f(5) = 0 oder f"'(7) = 3, GeoGebra leitet ab und I6st automatisch far
uns:

44 Zunachst einmal tippen wir die Form der Polynomfunktion ein, z.B. hier im 3.
Grad, und bestatigen mit "Enter":

3 = v %) Ny x= x= f

1 f(x) = a x4 bx’fcox+d =Ix

Dann tippen wir unsere Bedingungen ein:




fx) i =ax*+bx +cx+d =Ix-
- f(x) := ax>+bx?+cx+d

f(3) =1

- 27Ta4+9b+4+3c+d=1

f(0) =1

- d=1

f(3) = 0

- 27Ta+6b+c=0

f(0) = 3

-+ c=3
-3n

Schlussendlich wahlen wir alle Bedingungen (nicht unsere Polynomfunktion -
hier an Stelle 1) aus und klicken im MenU oben links auf "x =", GeoGebra
berechnet die Losung nun automatisch fir uns:

=

- 27a+9b+3c+d=1

f(0) =1
, O
- d=1
f(3) = 0
, O
-+ 27a4+6b+c=0
f! =
5 (0) 3
- c=3
6 {$2,33, 94,95}

I

-3n

W =

e {fo=

,b=—2,c=3,d=l}}
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Matura-Themen

Exponentialfunktionen

Form

Eine Exponentialfunktion ist eine Funktion der Form f(x) = a-b* bzw. f(x) = LO-e"'X.

Eigenschaften

Fiir f(x) = a?bX

b > 1: Funktionswert steigt
b < 1: Funktionswert sinkt (asymptotisch zur x-Achse)
a < 0: Funktion an x-Achse gespiegelt

Fur f(x) = Ly?e??X

A > 0: Funktionswert steigt
A < 0: Funktionswert sinkt (asymptotisch zur x-Achse)
L,<O: Funktion an x-Achse gespiegelt

Halbwertszeit und Verdopplungszeit

Halbwertszeit: Zeit (x-Wert), die bendtigt wird, bis der Funktionswert (y-Wert) sich halbiert hat
Verdopplungszeit: Zeit (x-Wert), die benétigt wird, bis der Funktionswert (y-Wert) sich verdoppelt
hat



Matura-Themen

Terme und Formeln

Vereinfachen

Beim Vereinfachen eines Termes gehen wir folgendermalien vor:

e Wir vereinfachen zunachst die Klammern, zB.:a - x+ 7 - (3 x+5-x)=a-x+ 7 (8- x).

e Dann multiplizieren/dividieren wir aus (Binomische Formeln beachten!):a-x + 7 - (8 - x)
- a-Xx+56-x

e Zum Schluss wirden wir noch zusammenfassen (falls moglich).

Es gilt: Kla-Po-Pu-Stri: Klammer vor Potenz vor Punkt vor Strich, heifst, wir Idsen immer zuerst
die Klammern auf, dann potenzieren wir, dann multiplizieren/dividieren wir, und erst dann
addieren/subtrahieren wir.

Binomische Formeln

o Erste Binomische Formel: (a + b)2=a2+2-a b + b2
e Zweite Binomische Formel: (a-b)2=a2-2-a-b + b?
« Dritte Binomische Formel: (a + b) - (a - b) = a2 - b2



Matura-Themen

Wahrscheinlichkeitsrechnung |.

Grundlagen

Wir definieren immer ein Ereignis, z.B. 6 gewdUrfelt. Die Wahrscheinlichkeit, dass dieses Ereignis
eintritt, ist unser Ereignis geteilt durch alle anderen Mdéglichkeiten, in diesem Fall also P(6
gewdrfelt) = 16.

Die Gegenwahrscheinlichkeit von einem Ereignis sind alle anderen moglichen Ereignisse, also in
unserem Fall mit dem Wirfel alle Zahlen auBer 6. Es gilt: P(6 gewiirfelt) = 1 - P(—~ 6 gewlrfelt).
Wahrscheinlichkeit und Gegenwahrscheinlichkeit zusammen ergeben immer 1. Manchmal ist es
viel einfacher, die Gegenwahrscheinlichkeit eines Ereignisses zu berechnen, als die
Wahrscheinlichkeit fur das Ereignis selbst.

Baumdiagramme

Bei mehreren Stufen (z.B. Ereignis: 2x hintereinander 6 gewdurfelt) sind Baumdiagramme hilfreich.
Wir zeichnen zunachst flr jede Mdglichkeit einen Ast, und setzen dasselbe flr jeden einzelnen Ast
fort, bis wir mit allen Méglichkeiten durch sind. Dann wahlen wir alle Blatter (ganz unten) aus, die
unseren Anforderungen entsprechen - in unserem Fall nur eines.

Das Baumdiagramm flr das genannte Beispiel wlrde so aussehen:

1/6
_|E gewu”e”
176 _l 1/6 5/E

It
56
v v
6 gewirfelt { - 6 gewdrfelt } [ 6 gewlrfelt } { - & gewdrfelt }

Der gelb markierte Pfad entspricht unserem Ereignis. Um die Wahrscheinlichkeit zu erhalten,
mussen wir die Wahrscheinlichkeit der einzelnen Stufen miteinander multiplizieren, also P(2x 6
gewdlrfelt) = 16 - 16. Kdmen mehrere Blatter fUr uns in Frage, so wlrden wir fur jedes Blatt
genauso vorgehen und die Ergebnisse addieren.

56




